7.3.1. Definicja kretu i kret ukladu materialnego

Kretem Ko punktu materialnego o masie m wzgledem punktu O nazywamy
moment pedu P =MV tego punktu materialnego wzgledem punktu O:

Ko =rxp=rxmv. (7.56)

Z powyzszej definicji wynika, Ze kret — zdefiniowany podobnie jak moment sity
wzgledem punktu — jest wektorem

prostopadtym do plaszczyzny mv
wyznaczonej przez punkt O i wektor ko
predkosci v (rys. 7.16).

Kret punktu bedzie réwny zeru, m

poza przypadkami trywialnymi (r=0i
v = 0), gdy wektory r i v beda
wspotliniowe. 0
Jezeli bedziemy mieli uktad n
punktéw materialnych o masach my
opisanych wektorami wodzacymi ry i
poruszajacych si¢ z predkoscia vi (rys. 7.17), to kret tego uktadu materialnego
wzgledem nieruchomego punktu O bedzie rowny sumie kretdw (sumie momentow
pedoéw) poszczegblnych punktow materialnych wzgledem tego punktu.

Rys. 7.16. Kregt (moment pedu) punktu
materialnego

n n
Ko =D rexp, = rxm,v,. (7.57)
P a



7.3.2. Redukcja kretu do Srodka masy

Wzor (7.57) opisuje kret uktadu materialnego obliczony wzgledem dowolnego
nieruchomego punktu O. Zadajmy sobie pytanie, jaki bedzie kre¢t tego samego
uktadu materialnego wzgledem $rodka masy C. W tym celu przyjmijmy w $srodku
masy C poczatek ruchomego uktadu wspdtrzednych o osiach x',y’, 7’

réownolegtych do odpowiednich osi nieruchomego uktadu wspotrzednych x, y, z
(rys. 7.17). W tej sytuacji uktad x',y’, z' bedzie si¢ poruszal ruchem postgpowym

wzgledem uktadu nieruchomego x, y, z z predkoscia srodka masy vc.

Rys. 7.17. Rozktad predkosci uktadu punktéw materialnych

Przy takim zatozeniu predkos¢ bezwzgledna vy kazdego punktu materialnego
wzgledem uktadu nieruchomego x,y, z bedzie suma predkosci unoszenia réwnej
predkosci srodka masy vc i predkosci wzglednej v, wzgedem uktadu ruchomego
x',y', z', nazywanej dalej predkoscia wzgledem srodka masy:

V, = VetV . (a)
Kret rozpatrywanego uktadu punktéw materialnych wzgledem srodka masy wyrazi

wzOr:

k.= Zerxmk \ (7.58)

k=1

gdzie rcg jest promieniem wodzacym punkt materialny o masie my w ukladzie
x',y',z'. Z rysunku 7.17 wynika, ze promien wodzacy ry jest roOwny sumie
promienia wodzacego srodka masy rc i promienia rcy:

I, =r-+TI..



Po wyznaczeniu z tej zaleznosci
o =T~ Ic

1 podstawieniu do wzoru (7.58) otrzymamy:

n n n
kC=Z:(rk—rc)><mk v, =Z:rk><mk Vk—erZ:mk v, . (b)
k=1 k=1

k=1

Pierwsza suma po prawej stronie tego wzoru, zgodnie ze wzorem (7.57), jest
kretem ko wzgledem nieruchomego punktu O, druga za$ jest pedem omawianego
uktadu materialnego. Na podstawie wzoru (7.42) mozemy zapisac:

n
p=3m v, =mv,.
k=1

gdzie m jest masa catego uktadu. Zatem rownanie (b) przyjmie postac:

k. =k,—roxmv,
lub
Ky =K +roxmve.. (7.59)

Kret ko ukladu punktow materialnych wzgledem dowolnego nieruchomego
punktu O jest rowny krgtowi ke tego ukladu  wzgledem $rodka masy

powigkszonemu o kret r. X mv . masy calkowitej skupionej w Srodku masy.

Wzor (7.58) przedstawia kregt uktadu materialnego wzglgdem s$rodka masy
obliczony dla ruchu bezwzglednego, poniewaz wystgpujaca w tym wzorze
predkos¢ vy jest predkoscia wzgledem nieruchomego ukladu odniesienia.
Zastandwmy si¢, czemu bedzie rowny kret tego uktadu materialnego wzgledem
srodka masy wyznaczony dla ruchu wzglednego. W tym celu podstawmy do wzoru
(7.58) zalezno$¢ (a).

n n n n
k.= Zerka Vi :Zerxmk(VC+VCk): erkak VC+Zerka Vex
P = k=1 P

k=1 k=1 k=1 k=1

Ale suma

n
Zer m, =0,
k=1

n n n n
{zr& kaxvc+Zerxmk Vo = —vex o my +3 X, V.



poniewaz moment statyczny ukladu wzgledem s$rodka masy jest réwny zeru.
Ostatecznie mamy:

k. :Zerx m, v, :Zerx m, Vg, - (7.60)

k=1 k=1

Z otrzymanej zaleznosci wynika stwierdzenie:

Kret uktadu punktow materialnych wzgledem srodka masy wyznaczony dla
ruchu bezwzglednego jest rowny kretowi wzgledem srodka masy wyznaczonemu
dla ruchu wzglednego.



7.3.3. Kret bryly

Wyznaczmy kret bryly o masie m poruszajacej si¢ ruchem dowolnym, a wigc
bryly swobodnej. Podobnie jak w kinematyce bryly (p. 5.3.2) przyjmiemy dwa
uktady wspétrzednych — jeden nieruchomy o poczatku w nieruchomym punkcie
O osiach x, y, z, a drugi ruchomy, sztywno zwiazany z bryla o osiach x',y’, 7’
(rys. 7.18) ipoczatku nie w dowolnym punkcie O', lecz w $rodku masy C. W
bryle wydzielmy my$lowo element masy dm o wektorze wodzacym

r=r.+r’, @)
gdzie
ro =Xci+yc jrzek,
r=x"i'+y'j+z'k’".
Znajac predkos¢ ve srodka masy C i predkos¢ katowa o, mozemy obliczyc

predkos¢ v dowolnego punktu bryly (wzor 5.32). Zatem predkos¢ elementarnej
masy dm

V=vV.+oxr'. (d)

Zgodnie z definicja kret elementu
masy dm wzgledem nieruchomego
punktu O

|

Z

dky =rxvdm.

Kret bryly bedzie réwny calce z
powyzszej zaleznoS$ci rozciagnigtej
na cata mas¢ m bryty:

k, :jrxvdm.

m

Po podstawieniu do tego wzoru

zaleznosci (¢) i (d) otrzymamy: Rys. 7.18. Opis potozenia dowplnego elementu
bryty sztywnej

k, :I(rc+r’)x(vc+mxr’)dm:J rex ve dm+|rex (oxr')dm+

m m m

+ Ir'x v, dm+ Ir'x (oxr')dm,
m m



Wystegpujace pod catkami wielkosci rc, ve 1 @ nie podlegaja catkowaniu i moga
by¢ wyciagnigte przed znaki catek:

Ky =roxve J.dm+rc><(co><Ir'dm]—vcxjr'dm+jr'x (oxr')dm.

Dwie $rodkowe catki sa momentami statycznymi bryly wzgledem srodka masy,
a wiec sa rowne zeru:

J.r'dm=0,

a pierwsza calka jest masa catkowita bryty:

rn=J.drn.

Ostatecznie kret bryly mozemy zapisa¢ w postaci:

k, :Ir'x (oxr')dm+r.xmv,. (7.61)
Catka wystgpujaca w tym wzorze jest krgtem k. bryly w jej ruchu wzglgdem
srodka masy C z predkoscia katowa o.

k. = Ir’x (c)x r')dm. (7.62)

Zatem wzor (7.61) mozemy zapisa¢ w postaci:
ko =Kk +roxmve. (7.63)

Kret ko bryty wzgledem dowolnego nieruchomego punktu O jest rowny krgtowi
ke bryly wzgledem srodka masy C (w jej ruchu wzgledem srodka masy z
predkoscia katowa ®)  powigkszonemu o kret roxmv. masy m bryly
poruszajacej si¢ z predkoscia ve srodka masy.

Obecnie obliczymy wspolrzgdne wektora ke w ruchomym uktadzie
wspotrzednych x',y’, z' o poczatku w srodku masy C (rys. 7.18). W tym uktadzie
wspotrzednych wektory wystepujace we wzorze (7.62) maja nastgpujace
wspotrzedne:

ke =k i'+ke, j+ke, K,

r! — X!i!+ y!j!+ Z’k’,



_ s/ ! !
o=o0/i+to,j+o, k.

Po rozpisaniu podwojnego iloczynu wektorowego ze wzoru (7.62), zgodnie ze
wzorem (2.34) otrzymamy:

k. = c)J.r'- r'dm— Ir'(r’- o)dm = o I(r’)z dm — I(r’- o )r'dm.

m

Pierwsza calka wystgpujaca po prawej stronie powyzszego roéwnania jest
biegunowym momentem bezwtadnosci wzgledem srodka masy C:

I, = J‘(r’)2 dm,

m
a wiec

k. =ol. —I(r’-m)r’dm. (7.64)

m

Wspotrzedne kretu ke otrzymamy po zrzutowaniu tego wektora na osie x',y', z":

key =k i'=o 1. - j(r’-m)x'dm,
key =k j=o,1. - j(r'-(o)y'dm,
ke, =k k'=0,1. - .[(r'-co)z’dm.

m

Po podstawieniu do tych wzoréw iloczynu skalarnego:
' R ' ’
ro=xo,+yo,+zo,

oraz wylaczeniu przed calki wspotrzednych predkosci katowej otrzymujemy:
y p P ychp ) ymujemy
kep =01 —o, I (x')*dm —,, I xy'dm-o, j z'x'dm,

key =0 1. -0, .[ x'y'dm-o, I (y')2 dm-o, .[ y'z'dm,
ke, =0,1. - mx,jz’x'dm —my,.[y'z’dm— mz,.[(z')2 dm.

Calki wystepujace w powyzszych wzorach sa zdefiniowanymi w p. 6.1.2
momentami bezwladnos$ci bryly wzgledem odpowiednich ptaszczyzn i momentami
dewiacyjnymi. Po wykorzystaniu zaleznosci (6.7) i (6.9) migedzy momentami



bezwladnosci wzgledem bieguna, plaszczyzn 1 osi oraz odpowiednim
uporzadkowaniu wyrazow wspotrzedne kretu ke bryty opisuja wzory:

ke =0 0, —0,D.-o,D,.,

kcyr = _(DX'DX,y' + (DyrIy/ - OJZ/D (7.65)

y'Z' 5

ke, =—0.D,, —o,D, +o,,.

Z powyzszych wzorow wynika, ze do obliczenia kretu ke bryly swobodnej
wzgledem srodka masy C musimy zna¢ wszystkie osiowe momenty bezwtadnosci
1 wszyskie momenty dewiacyjne, czyli tensor bezwladnosci. Wzory (7.65) znacznie
si¢ upraszczaja, gdy osie x',y’, z' sa gtbwnymi centralnymi osiami bezwtadnosci.

W tym przypadku, jak wiadomo z p. 6.5, wszystkie momenty dewiacyjne sa rowne
zeru 1 kret

k=0l i'to,l, j+o,l, k' (7.66)

Jezeli zalozymy, ze osia obrotu bryly jest np. 0§ z', to predkos¢ katowa @ pokryje
sie z 0sig obrotu:
o=0,k'=ok".

Woweczas kret wyznaczony ze wzorow (7.65) ma postac:
k. =-oD, i'-oD, j+ol, k', (7.67)
a na podstawie wzoru (7.66)

ke=o,l1, k. (7.68)

Z poroéwnania wzorow (7.67) i (7.68) wynika, ze jezeli 0§ obrotu jest gtdéwna

centralng osig bezwladnosci, to wektor kretu lezy na tej osi; gdy tak nie jest,
kierunek wektora kretu nie pokrywa sig z osia obrotu.

Przyklad 7.9. Korba OA o masie m, = m obraca si¢ z predkoscia katowa my

wokot osi z przechodzacej przez punkt O i1 prostopadtej do plaszczyzny rys. 7.19.
‘ Na koncu A korby jest osadzona cienka
jednorodna tarcza o masie m, =2m i
promieniu r, ktéra toczy si¢ bez poslizgu
po nieruchomym kole o promieniu R.
Wyznaczy¢ kret uktadu wzgledem osi z.
Korbg¢ OA uwazac za pret jednorodny.

Rys. 7.19. Wyznaczenie kretu uktadu



Rozwiqzanie. Krgt uktadu wzgledem osi z sklada si¢ z kretu k,, korby OA
poruszajacej si¢ ruchem obrotowym wokot osi z oraz kretu k,, tarczy poruszajacej
si¢ ruchem postgpowym $rodka cigzkosci A tarczy z predkoscia v, oraz ruchem

obrotowym z predkoscia ®, wzgledem osi z' rownolegltej do osi z i
przechodzacej przez $rodek tarczy:

k, =k, +k,,. (a)
Kret korby OA wzgledem osi z
k, =Lo,. (b)

Kret tarczy wzgledem tej samej osi na podstawie wzoru (7.63) mozemy wyrazi¢
zalezno$cia:

k, =L o, + (R + r)msz . (©)

We wzorach (b) i (¢) 1,11, sa odpowiednio momentami bezwtadnosci korby

!

wzgledem osi z przechodzacej przez punkt O i tarczy wzgledem osi z
przechodzacej przez jej srodek A. Zgodnie ze wzorami (f) i (a) z przyktadu 6.2:

z

1 1 1
I :§m1(R+r)2 :§m(R+r)2,IZ, ZEmzrz =mr’. (d)

Predkos¢ $rodka tarczy

vy =(R+1)o,. (e)
Poniewaz punkt C (rys. 7.19) styku tarczy z nieruchomym kotem jest chwilowym
srodkiem obrotu tarczy, mamy rowniez:
v R+r
V, = ,T, stad cozz—A:(—)(oo. ®
T T
Po uwzglednieniu w zwiazkach (b) i (c) wzorow (d), (e) i (f) oraz po ich
podstawieniu do rownania (a) otrzymujemy kret uktadu wzgledem osi z.

k, =§m(R+r)2w0 +mr’ Mmo +2m(R+r)(R+r)oo0 =
r

= %m(R +1)f7R +10r o,



7.3.4. Zasada kre¢tu i pokretu. Zasada zachowania kretu

Zalézmy, ze mamy uktad materialny sktadajacy si¢ z n punktéw materialnych
0 masach my poruszajacych si¢ z predkoscia vy (rys. 7.17). Na kazdy punkt niech
dziala sita zewngtrzna Py oraz sity wewngtrzne Fy. Zgodnie z drugim prawem
Newtona mozemy dla dowolnego punktu rozwazanego uktadu materialnego
napisa¢ dynamiczne rdwnanie ruchu:

d’r,
dt’

m, =P +P,,

lub

m, ddvtk =P +P, (k=12,...,n)

W powyzszym rownaniu zgodnie ze wzorem (7.45) Py jest wypadkowa sit
wewngetrznych dziatajacych na punkt o masie my. Pomn6ézmy wektorowo kazde z n
rownan obustronnie przez wektor wodzacy ry idodajmy wszystkie rownania
stronami. Otrzymamy:

3 dv,
Zrk Xxm,
= dt

=]

= rkx(Pk+Pwk)=Zn:rkka+Zn:rkwak. (e)
k=1 k=1

k=1

Druga suma po prawej stronie tego rdéwnania jest suma momentow sit
wewngetrznych wzgledem punktu O i jak wykazano w p. 7.1.4 (wzor 7.13), jest
rowna zeru. Z kolei suma momentow sit zewngtrznych wzgledem punktu O jest
rowna momentowi glownemu (3.26):

M, :Zn:rkka.

k=1

Sumeg wystepujaca po lewej stronie rownania (e) mozemy przeksztalcié:

n d n d n d

kzz;rkxmk (I;k =kz;mk(vkka+rkx (Itkakz:‘mka(rkka):
= d d dk

= kz:;a(rkxmk Vk)zakzz;rkx m, v, = dto'

Wynika z tego, ze lewa strona rownania (e) jest pochodna krgtu catego uktadu
materialnego wzgledem nieruchomego punktu O. Ostatecznie otrzymujemy:



dk,

dt o

(7.69)

Otrzymana zalezno$¢ rézniczkowa jest zasadq kretu.

Pochodna wzgledem czasu kretu ukiadu punktow materialnych wzgledem
dowolnego nieruchomego punktu jest rowna momentowi gtownemu wszystkich sit
zewnetrznych wzgledem tego samego punktu.

Po obustronnym scatkowaniu réwnania (7.69) w granicach od 0 do t
otrzymamy:

ko (t)—ko(0)= [M, dt. (7.70)
0

Calka wystgpujaca w tym roéwnaniu nosi nazwe¢ pokretu momentu gtownego, a
samo rownanie jest zasadq kretu i pokretu.

Przyrost kretu uktadu materialnego wzgledem dowolnego nieruchomego punktu
Jjest rowny pokretowi momentu glownego sit zewnetrznych wzgledem tego samego
punktu.

Roéwnania (7.69) 1 (7.70) sa stuszne nie tylko dla uktadu punktéw materialnych,
ale i dla bryty.

Czesto si¢ zdarza, ze moment gltoéwny ukladu sit zewngtrznych wzgledem
obranego nieruchomego bieguna redukcji O jest stale rowny zeru badz jest

pomijalnie maty, M, =0. Wtedy catka po prawej stronie rownania (7.70) jest
réwna zeru i zasada kretu i pokretu przechodzi w zasade zachowania kretu:
ko(t)-k,(0)=0, czyli k,(t)=k,(0)=const
lub
jezeli M, =0, to k, =const. (7.71)

Otrzymana zasade zachowania kretu mozna wyrazi¢ stownie:

Jezeli moment glowny sit zewnetrznych wzgledem nieruchomego punktu
redukcji O jest rowny zeru, to kret uktadu materialnego (bryly) wzgledem tego
punktu jest wielkosSciq statq.



7.3.5. Redukcja zasady kretu i pokretu do Srodka masy

Zastanowmy sig, jaka posta¢ przyjmie zasada kretu 1 pokretu (7.70), jezeli za
biegun redukcji przyjmiemy nie dowolny punkt O, lecz $rodek masy uktadu
materialnego C. W celu udzielenia odpowiedzi na postawione pytanie podstawmy
do réwnania (7.69) wzor (7.59):

ko =K +roxmv,

oraz twierdzenie o momencie gtownym (3.29):
M, =M .+r.xW

i dokonajmy rézniczkowania:
dk. N d(rexmv,)

=M. +r . xW,
dt dt c ¢
dk. dr, d(mv,)
+ XxXmvV.+r.x———==M.+r-xW.
dt dt € e dt € e @

Drugi wyraz po lewej stronie powyzszego rownania jest rOwny zeru, poniewaz jest
to iloczyn wektorowy wektorow rownolegtych:

dr.
dt

XxXmv.=v.xmv. =0,

a pochodna wystepujaca w trzecim wyrazie jest pochodna wzgledem czasu pedu
uktadu materialnego, rowna wektorowi gldownemu uktadu sit zewngtrznych (7.48):

d(mvc):d_p:W
dt dt

Po uwzglednieniu powyzszych =zaleznosci w rownaniu (f) 1 uproszczeniu
otrzymamy zasadg kretu przy redukcji do srodka masy:

dk,
=M.. 7.72
m c (7.72)

Z kolei po scalkowaniu tego rownania od zera do t otrzymamy zasade krgtu
i pokretu zredukowana do $rodka masy uktadu:

ke(t)-ke(0)=[Mdt. (7.73)
0



Widzimy, ze formalna posta¢ otrzymanych rownan (7.72) i (7.73) jest taka
sama jak réwnan (7.69) i (7.70), ale rownania (7.72) i (7.73) nie opisuja ruchu
srodka masy C. Do opisu ruchu srodka masy C nalezatloby zastosowac zasadg pedu
(7.48).

Jezeli zatozymy teraz, ze moment sit zewngtrznych wzgledem $rodka masy C
uktadu materialnego bedzie stale rowny zeru, M. =0, to zasada krgtu 1 pokrgtu
(7.73) zredukowana do $rodka masy przejdzie w zasade zachowania kretu
wzgledem $rodka masy, co mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

jezeli M.=0, to k. =const (7.74)
lub uja¢ stownie:

Jezeli moment glowny sit zewnetrznych wzgledem srodka masy ukladu
materialnego jest rowny zeru, to kret tego ukiadu materialnego wzgledem srodka
masy jest wielkosciq statq.

Przyklad 7.10. Punkt materialny A o masie m; zaczal si¢ porusza¢ wzdhiz
cigciwy BC (rys. 7.20a) poziomej jednorodnej tarczy kolowej o promieniu R i
masie m wedlug réwnania:

X = bsinkt,
gdzie x oznacza wspotrzedna odmierzong jak na rys. 7.20, k pewna stala, a
2b < BC. Tarcza moze si¢ obraca¢ bez tarcia wokot osi pionowej z przechodzacej
przez $rodek tarczy O. Wyznaczy¢ predkos$¢ katowa o tarczy w funkcji czasu t,
jezeli odlegto$¢ cigciwy od $rodka tarczy wynosi b, a tarcza w chwili poczatkowe;j
t =0 byla nieruchoma.

a)
\R\

Rys. 7.20. Wyznaczenie predkosci katowej tarczy

Rozwiqzanie. Na uklad dzialajq sity zewngtrzne cigzko$ci tarczy i punktu
materialnego oraz reakcje w tozyskach osi obrotu tarczy. Sily cig¢zkosci sa
rownolegte do osi obrotu, wigc ich momenty wzgledem osi obrotu sa zawsze



rowne zeru. Nie daja momentu wzgledem tej osi rowniez reakcje w tozyskach.
Zatem zgodnie z zasada zachowania kretu (7.71) kret uktadu wzgledem osi nie
ulega zmianie. Poniewaz w chwili poczatkowej t=0, gdy punkt A byl jeszcze
nieruchomy, kret uktadu byl réwny zeru, zatem w dowolnej chwili t kret tego
uktadu rowniez bedzie rowny zeru. Po rozpoczeciu ruchu punktu A tarcza zacznie
si¢ porusza¢ ruchem obrotowym z predkoscia katowa e w kierunku przeciwnym
do ruchu punktu (rys. 7.20b). Predkos¢ punktu tarczy, w ktorym w chwili t
znajduje si¢ punkt A, czyli predkos¢ unoszenia punktu A

v, =or =mVb’ +x* = oby1+sin’kt.

Predkos¢ punktu A wzgledem tarczy (predkos¢ wzgledna)

V. = d—X = bkcoskt .
dt

w

Z kolei predkos¢ bezwzgledna punktu A jest rowna sumie wektorowej predkosci
unoszenia i predkosci wzgledne;:

Vo=V, +V,.
Rzut wektora predkosci bezwzglednej punktu A na kierunek prostopadly do
promienia OA =r jest rowny

V,COS0L—V .

Kret uktadu w chwili t wzglgdem osi obrotu z sklada si¢ z krgtu k,, punktu A
i kretu k,, tarczy wzgledem tej osi. Krgt punktu A
k, = mlr(vwcosa -V, ) = ml(VWrcosoc — Vul') =
=m, (Vwb —obv1+ sinzktr)= m, (bzkcoskt - c)b\/l + sinzk‘[\/b2 +x’ )=
=m, [bzkcoskt — b’ (l + sinzkt)l

a kret tarczy wzgledem osi obrotu

k, =1 0= 1mR%0.

z z

Poniewaz kret catkowity uktadu jest w kazdej chwili rowny zeru, otrzymujemy:

m, [bzkcoskt - wb2(1 + sinzkt)]—%mRz(;) =0.



Z powyzszego rownania znajdujemy predkos¢ katowa tarczy:

m,b’kcoskt

0= .
mlbz(l + sinzkt)Jr;mR2
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